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Krysztaty czasu dyskretnego to ukt ady napedzane okresowo, ktére wykazujaspontaniczne  amanie symetrii

niezmienno$ ¢ przesuniecia w czasie w postaci nieokre$ lonych oscylacji subharmonicznych. Przedstawiamy termo-

dynamicznie spéjny model dyskretnego krysztat u czasu i analizowa¢ go w ramach termodynamiki stochastycznej. W szczegélno$ ci

oceniamy szybko$ ¢ rozpraszania energii tego wielociat owego ukt adu oddziat ujgych hatas liwych oscylatoréw subharmonicznych

w kontakcie ztaz nigcieplng Model pola $ redniego przedstawia zjawisko synchronizacji subharmonicznej, ktére odpowiada

zbiorowym oscylacjom subharmonicznym poszczegélnych jednostek. Model 2D nie wykazuje synchronizacji, ale pokazuje faze

krystalicznaw czasie, ktéra charakteryzuje si¢ zachowaniem prawa potegowego liczby spéjnych oscylacji subharmonicznych w

zalez no$ ci od rozmiaru systemu. Wynik ten pokazuje, z e pojawienie sie spdjnych oscylacji jest moz liwe nawet przy braku

synchronizacji.
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Krysztaty czasu [1,2] to faza materii zaproponowana po raz pierwszy
przez Shapere’a i Wilczka [3,4]. Sato zamkniete ukt ady réwnowagi z
niezalez nym od czasu hamiltonianem, ktére wykazujgoscylacje w
czasie, co odpowiada spontanicznemu zt amaniu symetrii translacji
czasu. Nazwe wybrano analogicznie do krysztat éw, ktére wykazujg
samoistne t amanie symetrii przestrzennej symetrii translacyjnej w
wyniku pojawienia sig okresowego uktadu atoméw w przestrzeni.

Wkrétce po tej propozycji przedstawiono ogdlne dowody nato, z e
krysztat 6w czasu nie da sig zrealizowa¢ w zamknietych wielociat owych
uktadach kwantowych z oddziat ywaniami krétkiego zasiegu [5,6].
Dyskusja na temat moz liwo$ ci realizacji krysztat u czasu jest nadal
aktywna [7-13].

W poréwnaniu z poczgkowgpropozycjgShapere'a i Wilczka, inny
rodzaj t amania symetrii translacji czasu ma miejsce w krysztat ach czasu
dyskretnego (DTC) [14-18]. Sato nieréwnowagowe ukt ady kwantowe z
hamiltonianem czasowo-okresowym, dla ktérych zt amanie symetrii
translacyjnej czasu objawia sie wystepowaniem oscylacji
subharmonicznych o okresie dtuz szym niz okres hamiltonianu. Te
dyskretne krysztaty czasu nie majakontaktu z taz nigcieplng dlatego
nie rozpraszajaenergii. Zwykle opierajasie na nieporzalku i lokalizacji,
aby unikn& stacjonarnego stanu nieskorczonej temperatury, ktéry nie
wspierat by krystalicznego porzalku czasu [15,16,19]. Co ciekawe, DTC
zostaty zrealizowane w eksperymentach [20-25].

W przypadku takich DTC podt gzenie uktadu do zewnetrznego
zbiornika moz e zniszczy¢ faze DTC [26]. Niemniej jednak systemy
otwarte w kontakcie ze zbiornikiem zewnetrznym pozwalajgna szerszy
zakres mechanizmoéw, ktére nie opierajgsie na nieporzalku i lokalizacji,
ale prowadzado fazy DTC [27-34]. W rzeczywisto$ ci poczgek oscylacji
subharmonicznych w dynamice
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uktadéw w warunkach okresowej jazdy jest znane od dtuz szego czasu
[35]. Jednakz eilo$ ¢ energii rozproszonej przez DTC jako system
otwarty nie zostat a jeszcze oceniona.

W tym Li$ cie przedstawiamy spéjny termodynamicznie model
klasycznego stochastycznego wielociat owego DTC w kontakcie z taZ nig
cieplng Nasz model mie$ ci sie w teoretycznych ramach termodynamiki
stochastycznej [36-38]. W konsekwencji moz emy oceni¢ tempo
wytwarzania entropii, ktére okre$ lailo$ ciowo ilo$ ¢ energii
rozpraszanej przez system. Pokazujemy, z e $§ rednigtej wielko$ cii jej
waharnmoz na wykorzysta¢ do identyfikacji przej$ cia do fazy DTC.

Mechanizm prowadzay do oscylacji subharmonicznych w naszym

modelu réz ni sie od dotychczas proponowanych DTC w uktadach
otwartych. Rozwaz amy uktad wielociat owy, w ktérym kaz da izolowana
jednostka wykazuje skoriczonaliczbe spéjnych oscylacji subharmonicznych,
ktére po pewnym czasie zanikajgpod wptywem szumu [39].
Wprowadzajx interakcje pomiedzy tymi jednostkami pokazujemy, z e

dla sity oddziat ywania powyz ej pewnej warto$ ci krytycznej liczba
spoéjnych oscylacji subharmonicznych odbiega w granicy
termodynamicznej, ktéra jest sygnaturafazy DTC.

Wersja naszego modelu dla pola $ redniego wykazuje zjawisko,
ktére nazywamy synchronizacjgpodharmoniczng
Synchronizacja standardowa jest podstawowym zjawiskiem w fizyce, w
wyniku ktérego sprzez one oscylatory wykazujgoscylacje kolektywne
[40]. W przypadku obserwowanej tutaj synchronizacji podharmonicznej,
oscylatory napedzane okresowo wykazujazbiorowe oscylacje
podharmoniczne. Niedawno w Ref. zaproponowano model
deterministyczny, ktéry wys$ wietla synchronizacje podharmoniczng
[41]; nasz model odpowiada pierwszemu modelowi stochastycznemu z
szumem termicznym, ktéry wykazuje synchronizacje subharmoniczng
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FIGA. 1. Szkic modelu 2D. Zegary z 0 mioma stanami reprezentujg
jednostki w naszym modelu. Sasterowane przez zewnetrzny protokét
okresowy, ktéry prowadzi do oscylacji subharmonicznych. Jednostki
oddziat ujaz najbliz szymi sagiadami, co moz e prowadzi¢ do fazy
DTC, w ktérej liczba podharmonicznych spéjnych oscylacji odbiega
od granicy termodynamiczne;.

Zaskakujay wynik uzyskano w wersji 2D modelu. Nie
pokazuje synchronizacji podharmonicznej, podobnie jak
powigane modele synchronizacji standardowej, ktére nie
wy$ wietlajgsynchronizacji w 2D [42,43]. Pokazujemy jednak,
z e model 2D nadal wykazuje faze DTC, charakteryzujxasie
liczbaspdéjnych oscylacji subharmonicznych, ktére rosnajako
prawo potegowe wraz z rozmiarem systemu.

Wynik ten ma szersze implikacje dla synchronizacji poza
kodami DTC, poniewaz pokazuje, z e pojawienie sie spdjnych
oscylacji jest moz liwe nawet przy braku synchronizacji.

Kaz da jednostka naszego modelu, co pokazano narys. 1, to
zegar o stanach Q
pojedynczej jednostki szybko$ ¢ przej$ cia ze stanu a do a p 1 wynosi

3 oznaczonych jako a %40; 1; ...; Q- 1. Dla

WR 8tb YikeEadt Badth a1p
podczas gdy szybko$ ¢ przej$ cia ze stanu ado a - 1 wynosi
W 8tb YikeEadtP Ba 18tb’ 62p

gdzie parametr k ustawia skale czasu. Energia czasowo-
okresowa stanu a to Eadtb, czasowo-okresowa bariera
energetyczna pomiedzy stanami a i da p 1P modQ to Badtp.
Stata Boltzmanna kB i temperatura T sgprzez caty czas
ustawione na kB 4T %1.Dlat  ¥D; T, gdzie T to okres, energia
i bariery energetyczne sgokres$ lone przez

EadtP¥Andch=QYVda pbQt=tc 1P modQ 83b

I

Badth¥44ndch=0QYQ) 1 pda pbQt=tcPmodQ; §4p
gdzie c jest stat gdodatnig

Model dla pojedynczej jednostki analizowano w pracy [39].
W okre$ lonej granicy, gdzie réz nice energii i bariery energetyczne
sie rozchodzg pojedyncza jednostka dziat a jak zegar, ktéry
wy$ wietla nieokre$ lone oscylacje subharmoniczne z okresem 8Q - 1bt.
Dla skorczonych warto$ ci szybko$ ci przejs cia fluktuacje
termiczne niszczaspojnos$ ¢ oscylacji subharmonicznych; tj.
dwupunktowe funkcje korelacji w czasie wykazujgoscylacje
podharmoniczne, ktére zanikajawykt adniczo [39].

W obecnym modelu poszczegdlne jednostki, ktére
wykazywat yby skofczongliczbe spéjnych oscylacji, gdyby byty
same, oddziat ujgna siebie. Niezalez na od czasu energia
interakgcji tego ukt adu wielu ciat z N takimi jednostkami wynosi

N

Va % JX  Xcos¥2mndai a5p

|

ajp=0=2;

gdzie wektor a  %d&al; a2; ...; aNP reprezentuje stan uktadu
wielu ciat. W przypadku wariantu pola § redniego suma w j
obejmuje wszystkie jednostki od j %41 do j %N i) %4)=N. W
przypadku wariantu 2D suma w j wynosi ponad czterech
najbliz szych sziaddw, | %), i rozwaz amy okresowe warunki
brzegowe. Pet nookresowy Hamiltonian modelu to

N

X EaidtbpVa ; 86p

java

gdzie Eai dtb jest dane przez réwnanie. (3).

Przeprowadzili$ my cigte symulacje Monte Carlo tego
modelu przy uz yciu algorytmu Gillespiego [44].
Szczegot owadefinicje modelu z konkretnym wyborem
wspo6t czynnikéw przejs ciowych, z ktérych korzystalis my,
moz naznalez ¢ w ref. [45]. Parametry modelu ustalono na k
140, c %104, a okres T %1. Liczba stanéw kaz dej jednostki wynosi Q %8.
Podstawowym zjawiskiem, ktére badamy, jest to, czy dla sity
oddziat ywania ] powyz ej pewnej warto$ ci krytycznej
oscylacje subharmoniczne stajasie spéjne w granicy
termodynamicznej, co jest oznakgpoczdaku fazy DTC. Zmiana
ustalonych parametréw prowadzi do wynikoéw, ktére sg
ilo$ ciowo réz ne, ale majate same cechy fizyczne oméwione
poniz ej.

Poniz sze obserwacje charakteryzujagten system.
Po pierwsze, parametr kolejnos ci synchronizacji réz nych
zegaréw brzmi [40]

N
1X

JEV

rSth N e2miaidtP=Q

gdzie aidtb jest stanem jednostki i w chwili t. Poniewaz
interesujgnas oscylacje subharmoniczne, rozwaz amy:
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FIGA. 2. Obserwowalne dla wariantu pola $§ redniego w funkgji sity oddziat ywania J. (a) Parametr porzalku r wskazuje poczgek synchronizacji
podharmonicznej powyz ej punktu krytycznego. (b) Liczba spéjnych oscylacji R rozbiega sie w granicy termodynamicznej poniz ej punktu
krytycznego. (c) Stopien produkgji entropii na jednostke o=N; jego pierwsza pochodna odbiega od wartos$ ci krytycznej w granicy termodynamicznej,

jak pokazano na wstawce.

czas stroboskopowy n, gdzie rn  réntb. Wielko$ ¢ rn jako funkcja

n osigja warto$ ¢ stacjonarngoznaczongprzezr. Je$ li zegary nie s
1p 1,aniedo0,
1P stanéw Q wchodzg
w skt ad oscylacji podharmonicznych [45]. Jez eli zegary
podharmoniczne synchronizujgsie, tor>8Q 1p 1.

zsynchronizowane, wéwczas r zbliz a sie do 8Q
co jest zwigane z faktem, z e tylko stany 8Q

Po drugie, liczbe spéjnych oscylacji okre$ la sieilo$ ciowo za
pomocafunkgji korelacji C8tb, ktéra jest gesto$ cigzegaréw w stanie
ai %0 w chwili t, przy zatoz eniu, z e w chwili 0 wszystkie zegary i %
1; 2;...; N saw stanie ai %40. Wielko$ ¢ stroboskopowa Cn %Cdnth
ma oscylacje, ktére zanikajgwykt adniczo w n. Okres oscylacji i czas
zaniku zapisuje sie odpowiednio jako nos i ndec . Liczbe spdjnych
oscylacji subharmonicznych definiuje sie jako

R 2mndec=nosc: 38p

Wsp6t czynnik 21t w tej definicji zwigany jest z faktem, z e R moz na

zdefiniowac jako stosunek cze$ ci urojonej i rzeczywistej wartos ci
witasnej macierzy podstawowej [39].

Po trzecie, ilo$ ¢ rozproszonej energii jest okre$ lana ilo$ ciowo
na podstawie termodynamicznego tempa wytwarzania entropii [36].
To obserwowalne ilo$ ciowo okre$ la koszt energetyczny DTC; to jest

szybko$ ¢ pracy wywieranej na uktad w wyniku okresowej jazdy. Dla
trajektorii stochastycznej z cat kowitym czasem T i M skokéw, zmiana

a 8P a d82p a OMP wynosi . entropia

Xo

MX 1Indwa &mP a &mplP=wa &mplP a &mbb;
mYil

gdziewa &mP a 3dmpib jest szybko$ cigprzej$ cia ze stanu

a dmpdostanua SmplP. < rednie tempo wytwarzania entropii
wynosi 6 hXai=T, gdzie nawiasy oznaczaja$ rednigpo trajektoriach
stochastycznych. Wahania produkcji entropii sgokre$ lane ilo$ ciowo
8hX2 oi  hXoci2b=hXoi. Obie

wielko$ ci, o i Fo, sgformalnie okre$ lone w granicy T

za pomocawsp6t czynnika Fano, Fo

Najpierw przeanalizujemy model pola § redniego. Wyniki dla
parametru rzedu r pokazano na rys. 2(a). Wskazujgz er>3Q
1P 1dlaJ>Jc 0,975 w granicy termodynamicznej. Ten model pola
$ redniego przedstawia nowatorskie zjawisko synchronizacji
podharmonicznej. R6z ni sie od pokrewnych modeli standardowa
synchronizacjgbez napedu okresowego [42,43,46]. W tych modelach
kaz da jednostka jest obcig onym bt glzeniem losowym po okregu
ze stanami Q. Odchylenie jest generowane przez a
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=
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FIGA. 3. Obserwowalne dla wariantu 2D w funkgji sity oddziat ywania J. (a) Parametr porzalku r, ktéry w granicy termodynamicznej dg y do zera
dla wszystkich J. (b) Liczba spoéjnych oscylacji R ro$ nie wraz z prawem potegowym. (c) Wsp6t czynnik Fano Fo ro$ nie wraz z rozmiarem systemu.
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stat a sit a termodynamiczna, taka jak energia swobodna hydrolizy
trifosforanu adenozyny. Natomiast w naszym modelu kaz da jednostka jest
zegarem napedzanym okresowo i wy$ wietlajgym hat as liwe oscylacje
subharmoniczne.

Skalowanie liczby spéjnych oscylacji R wraz z rozmiarem uktadu N
pokazano na rys. 2 (b). Poniz ej punktu krytycznego R ulega nasyceniu.
Dlatego oscylacje podharmoniczne nie trwajgw nieskoriczono$ ¢ w granicy
termodynamicznej, ale zanikajgpo pewnym okresie przej$ ciowym. Powyz ej
punktu krytycznego R odbiega od rozmiaru systemu jako prawa potegowego,
z wykt adnikiem zgodnym z 1. Dla]  Jc oscylacje podharmoniczne stajasie
zatem nieokre$ lone w granicy N , co odpowiada fazie DTC. Na rys.
2(b) moz natakz e zaobserwowac, z e R staje sie mniejsze dla duz ych
warto$ ci sity oddziatywania J. Wynik ten moz na wytt umaczy¢ obserwacjq

Z e w granicy ] nieskorczenie wiekszej od zalez nej od czasu cze$ ci energii,

mieliby$ my standardowy model réwnowagi bez oscylacji subharmonicznych.

Poniewaz nasz model DTC jest spdjny termodynamicznie, moz emy
oceni¢, ile energii rozprasza ten DTC, korzystajg z réwnania. (9). Na rys. 2(c)
pokazujemy tempo wytwarzania entropii na jednostke o=N jako funkcje sity
oddziatywania J dla r6z nych warto$ ci N. Maksimum pierwszej pochodnej
o=N wzgledem | jako funkcja N wydaje sie by¢ zgodna z prawem potegowym,

ktére wskazuje, z e pochodna ta jest rozbiez na w granicy N

Maja do dyspozycji warto$ ci N, ktére byty dostepne w naszych symulacjach,
nie byli§ my w stanie wiarygodnie okres$ li¢ wyktadnika. Nasz wynik
wskazuje, z e w granicy termodynamicznej wystepuje niecigtos ¢ w tempie
wytwarzania entropii na jednostke, o=N.

Dla modelu 2D otrzymujemy wyniki jako$ ciowo odmienne od wynikéw
dla modelu pola § redniego. Jak pokazano na rys. 3(a), nawet dla obszaréw,
w ktérych parametr porzalku r wydaje sie by¢ wiekszy niz 6Q 1P 1w
systemie skoriczonym, r  8Q 1p 1 rozpada sie do zera jako prawo
potegowe wraz z rozmiarem systemu . Zatem w modelu 2D nie ma
synchronizacji podharmonicznej, gdzier 8Q 1p 1 dla dowolnej

warto$ ci] w granicy termodynamiczne;j.

Co ciekawe, mimo z e model 2D nie wykazuje synchronizacji
podharmonicznej, nadal wy$ wietla faze DTC. Dla wystarczajao duz ego )
liczba spéjnych oscylacji ro$ nie jako prawo potegowe wraz z rozmiarem
systemu, jak pokazano na ryc. 3 (b). Podobnie do wersji pola $ redniego,

wykt adnik wynosi w przybliz eniu 1, niezalez nie od warto$ ci).

Jes$ li chodzi o szybko$ ¢ wytwarzania entropii w modelu 2D, nie

moz emy zidentyfikowa¢ w naszych danych liczbowych z adnego
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FIGA. 4. Porzalek dalekiego zasiegu w modelu 2D. Osie
reprezentujgwspot rzedne przestrzenne siatki 2D. Migawka (a)
odpowiada modelowi poniz ej punktu krytycznego, a migawka
(b) odpowiada fazie DTC powyz ej punktu krytycznego. Kolory
to N %1002, stan jednostki ai reprezentujaliczbe 7. Parametry
1%0; 1; ...; ] %0,2 dla (a) i) 40,8 dla (b). Zdjecia te wykonano dla
czasu stroboskopowego n %1000.

wykt adnik powigany z tarozbiez no$ cigw sposéb wiarygodny ani punkt
krytyczny w przypadku naszych liczb. Dodatkowo, w modelach oscylacji
biochemicznych zaobserwowano rozbiez no$ ¢ tego czynnika Fano w
stanie krytycznym [47].

Dalsze dowody moz liwego przej$ cia fazowego w modelu 2D pokazano
na ryc. 4, ktéry zawiera migawki stanu systemu. To zdjecie pokazuje, z e
powyz ej punktu krytycznego panuje porzalek dalekiego zasiegu z
utworzeniem wysp o okre$ lonej orientacji. Wynik ten jest podobny do
obserwacji zjawiska ,typu Kosterlitza-Thoulessa” w modelu 2D oddziat ujaych
hatas liwych oscylatoréw (bez okresowego sterowania) [42,43]. Stal nasz
model 2D DTC to uktad wielociat owy o wymiarach przestrzennych i
interakcjach krotkiego zasiegu, ktéry wykazuje porzalek dalekiego zasiegu,
ktéry jest kluczowgcechaDTC (patrz np. Ref. [27]).

Podsumowuja, wprowadzilié my model paradygmatyczny
stochastycznego ukt adu wielociat owego w kontakcie ztaz nigcieping ktéry
wy$ wietla faze DTC. W wersji pola § redniego stwierdzono zjawisko
synchronizacji subharmonicznej, w wyniku ktérej oscylatory napedzane
okresowo wykazujgzsynchronizowane oscylacje subharmoniczne.

W przypadku wariantu 2D nie ma synchronizacji. Istnieje jednak bogata
fenomenologia z fazagDTC, ktéra charakteryzuje sie zachowaniem potegowym
liczby spéjnych oscylacji subharmonicznych. Pojawienie sie nieokres lonych
spéjnych oscylacji moz e by¢ moz liwe nawet przy braku synchronizaciji.
Wynik ten wykracza poza DTC i jest potencjalnie istotny dla synchronizacji i
oscylacji biochemicznych. W tym konteks$ cie przyszte prace powinny
zbadac role nieporzalku w okresie napedu i w krajobrazie energetycznym
poszczegdlnych jednostek.

nieanalitycznego zachowania o=N lub jego pierwszej pochodnej w punkcie krytycznym [45].

Nie moz na wykluczy¢ nieanalitycznego zachowania instrumentéw
pochodnych wyz szego rzedu. Jednakz e moz emy zaobserwowa¢ oznake
przej$ cia fazowego w wahaniach wytwarzania entropii, co okres la sie
ilo$ ciowo za pomocawspét czynnika Fano Fo. Jak pokazano na ryc. 3 (c),
maksimum Fo ro$ nie wraz z rozmiarem systemu, co wskazuje, z e

wspoét czynnik Fano moz e sieréz ni¢ w moz liwym punkcie krytycznym
granicy termodynamicznej. Nie mogli$ my ustali¢ ani

Jako pierwszy krok w strone termodynamiki DTC obliczylié my
wytwarzanie entropii i pokazali$ my, w jaki sposéb moz na jawykorzystac
wraz z powiganym wspét czynnikiem Fano jako wskaz niki przej$ cia do
fazy DTC. O ile pierwotnakoncepcje krysztat dw czasu moz na powigac z
wiecznym ruchem, o tyle w ukt adzie otwartym ze spéjnym drugim prawem,
takim jak analizowane tutaj, moz na wykluczy¢ takie zjawisko.
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Nasze wyniki dajagmiedzy innymi moz liwos ¢ zbudowania
konkretnego modelu teoretycznego subharmonicznego
silnika cieplnego, ktéry t amie symetrie translacji czasu.
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